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1. Introduccion

Una ecuacién diferencial (ED) es aquella en que la incégnita es una fun-
cién, y en que ademas la igualdad involucra la o las derivadas de la funcién
incognita. Las ED surgen, por ejemplo, como consecuencia de aplicar las leyes
de conservacion de la masa, del momemtum, y de la energia.

Una ED Ordinaria (EDO) es aquella en que la funcién incégnita depende
sélo de una variable, y por lo tanto una EDO involucra sélo derivadas ordinarias.
Por ejemplo, para la funcién incégnita P(t)

aP _
dt
Una ED Parcial (EDP) es aquella en que la funcién incégnita depende de

dos o mas variables, y por lo tanto una EDP involucra derivadas parciales. Por
ejemplo, para la funcién incégnita T'(xz, y)

kP.

Ta:ac"’Tyy:.f'

Existen tres grandes familias de técnicas para resolver una ED:

1. Soluciones Analiticas: una técnica de resolucion se dice analitica o exac-
ta si permite obtener una expresion algebraica explicita para la funcién
incégnita.

2. Soluciones Numéricas: una técnica de resolucion se dice numérica si permi-
te obtener una aproximacién (en algiin sentido) para la funcién incégnita.

3. Soluciones Cualitativas: una técnica de resolucién se dice cualitativa si
permite obtener informacién de la solucién a partir de la ED en s{ misma.

Respecto de la Soluciéon Numérica de una ED en este curso se presentaran
métodos para EDO y para EDP. En efecto, para EDO veremos algunos métodos
de un paso, tales como Euler, Taylor y Runge-Kutta. Para EDP se expondran los
fundamentos del método de Diferencias Finitas para EDP elipticas y parabdlicas.



2. Solucion Numérica de EDO

Considere el pvi

vy = flz,y)
y(xo) = Yo,

para el cual supondremos, en todo lo que sigue, que estd bien definido, esto es,
posee solucion, esta es tnica, y ademds es estable (depende continuamente de
las condiciones iniciales).

En todo lo que sigue se considera una particién del intervalo [zg, zps], esto
es,

Ly L1yeeeyLjyLid1yeeey LM,
denotando
h=zip1 — i,
parai=0,1,2,..., M — 1. Por otro lado, si y(z),x € [xo,x ] denota la solucién
exacta del pvi, entonces, utilizaremos y; para denotar la aproximacién de y(z;),
esto es,
Yi = y(xi)7

con i =1,2,..., M. Note que para i = 0 se tiene una igualdad: yo = y(zo), esto
es, la condicién inicial.

2.1. Meétodo de Euler

Por definicion se sabe que
h) —
J = lim y(z +h) —y()
h—o00 h
A partir de lo anterior se puede utilizar la razén

ylz+h) —y(x)
h

como una aproximacién de 3. Luego, podemos plantear la siguiente aproxima-
cion
y(z +h) —y(x)

. ~ f(z,y),

o0 sea,
y(z + h) = y(z) + hf(z,y).
Esta 1ltima aproximacion motiva la definicién del método de Euler como
Yiv1 = Yi + hf(@i, vi),
cont=0,1,....M — 1.



2.2. Meétodo de Taylor

Asumiendo que la solucién del pvi es suficientemente diferenciable se pue-
de utilizar un polinomio de Taylor. Para presentar la técnica se utilizard un
polinomio de Taylor de segundo grado:

hl
Yo+ h) = y(a) + 57

2
b @

3
Y (@) + 30 @) + 5

h

TEAMCE

con € entre x y « + h. En esta tltima igualdad note que y’ = f. Por otro lado,
y" se puede calcular como

y' =) = %f(fr,y) =fe- 1+ fy- ¥ =fot [yf

Por lo tanto, es posible plantear la siguiente aproximacion

W+ h) ~ o) + hie) + () + f ) ).

la cual motiva la definicién del método de Taylor de orden 2

h2
Yir1 = Yi + hf(xi, ;) + ?(fm(xivyi) + fy (@i, vi) f (@i, 9i))s

parai=0,1,2,...,M — 1.
De manera andloga se puede puede definir un método de Taylor de orden 3,
4, o superior.

2.3. Meétodos de Runge-Kutta

Carl David Tolmé Runge, 1856-1927.
Martin Wilhelm Kutta, 1867-1944.

El ahora denominado método de Runge-Kutta fue parte de la tesis doctoral
del Profesor Kutta, en la Universidad de Munich, la cual finalizé en 1900, y
publicé en 1901. (http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/).

Tal como se puede apreciar en la deduccion del método de Taylor la principal
dificultad surge al calcular las derivadas y™, n = 3,4,..., a partir de 3/ =
f(x,y). En efecto, este enfoque conduce a un nidmero excesivo de evaluaciones
funcionales (f, fu, fy, fzzs fyy,-.-) al momento de ejecutar el respectivo cédigo
computacional. Por ejemplo, se puede demostrar que para la derivada de tercer
orden y(®):

En base a esto, se puede aseverar que la motivacién basica de los asi llamados
métodos de Runge-Kutta consiste en alcanzar exactitudes de un método de
Taylor de orden 4 6 5, por ejemplo, pero sin calcular derivadas adicionales, esto
es, sblo evaluando la funcién dato f(x,y).

Los métodos de Runge-Kutta se pueden motivar como una generalizacién de
la expresion que define el método de Euler, esto es,

Yi+1 = Yi + hf(x’uyl)?



a través de una relacion mas general del tipo

Yit1 = Yi + ho(zi,yi, h),

en donde ¢ es una funcion incremento y se interpreta como una pendiente
generalizada sobre el respectivo intervalo de solucion. Especificamente,se define

como

una combinacion lineal de las pendientes calculadas en diversos puntos

vecinos, esto es,

¢ =arky + ... + apkn,

con a; constantes, y k; definida como

k1
ko
ks
ky

siendo p;, y ¢; constantes adecuadas. Por ejemplo,

1.

Runge-Kutta de orden 1. Para n = 1: ¢ = a1k1, k1 = f(zi,y:), con lo
cual,

Yir1 = Yi + a1 f (i, yi)he
Note que si se elige a; = 1 se obtiene el método de Euler.

Runge-Kutta de orden 2. Para n = 2: ¢ = a1ky + agke, k1 = f(zi,y:),
y k2 = f(zi + p1h,yi + qu1k1h), con lo cual,

Yir1 = Yi + O(xi, yi, h)h = yi + (a1k1 + agkz)h.

El problema consiste en determinar las constantes ai, as, p1, y q11. Para
tal efecto recordemos que el desarrollo en serie de Taylor para una funcion
en dos variables, estd dado por

glx+ry+s)=g(x,y) +rg.(x,y) + sgy(z,y) + ...,

en donde se han mencionado explicitamente sélo los términos lineales.
Aplicando este ultimo desarrollo a la funcién en dos variables k; podemos
escribir

ky = f(zi + prh,yi + quikih) = f(xs,ys) + (p1h) fo + (quikrh) fy + ...,

con lo cual la expresién de Runge-Kutta se puede escribir como
h2
Yi+1 = yi + (a1 + a2) fh + 2(azp1 fo + aqulfyf)? + ...

Finalmente, comparando esta ultima expresion con la definicién del méto-
do de Taylor de orden 2, esto es,

h2
Yirl = Yi +fh+(fz+fyf)?v



se obtiene el siguiente sistema de 3 ecuaciones con 4 incégnitas (y que por
lo tanto, posee infinitas soluciones)

a1 +ay = 1
2a9p1 = 1
2a2q11 = 1.

En particular, si se hace as = 1/2, se obtiene que a1 = 1/2, p1 = 1,y
q11 = 1, con lo cual se obtiene un método de Runge-Kutta de orden 2
(parai=0,1,2,3,...,M —1):

ki +k
Yit1 = Yt (%)h
ki = flxiy)
ky = f(xi+h,y; +kih)

. Runge-Kutta de orden 4-Clasico. Siguiendo una argumentacion simi-
lar al ejemplo anterior se obtiene el método clasico de Runge-Kutta de
orden 4:

ki + 2ko + 2ks + ky

Yirr = Yi+( 5 )h
ki = f(ﬂ%yz’)
ky = flxi+h/2,y; +kih/2)
ks = fzi+h/2,y; + kah/2)
ks = f(xi+h,y; + ksh),

parai=0,1,2,3,.... M — 1.



2.4.
1.

EJERCICIOS

Para cada uno de los pvi dados a continuacién se pide:

() calcular la solucién exacta o analitica,

(i) escribir la expresion algebraica que define los métodos de Euler, Taylor
(orden 2, 3 y 4), y RK-4 clasico,

(i7) a partir de la condicién inicial dada ejecute, con calculadora, al menos
dos pasos con h = 1/100.

e) ydr + z(lnx —lny — 1)dy =0, y(1) =e.
f) (z+ye¥/*)dx — ze¥/*dy = 0, y(1) = 0.

a) y' = cos2z, y(0) = 1.
b) y'tanz =y, y(§) = 3.
¢) (22 + 1)y + 323y = 6ze3%"/2 y(0) = 1.
d) (22 +4)y + 3zy ==z, y(0) = 1.
)
)

Un modelo matemaético para el darea A que ocupa una colonia de bacterias

esté dado por

A
‘Z—t = A(2,128 — 0,04324).

Suponga que el drea inicial es de 0,24em?2. Se dispone del siguiente conjunto
de datos experimentales, en donde el tiempo ¢ se observé en dias:

t 1 2 3 4 5
A | 2.78 | 13.53 | 36.30 | 47.50 | 49.40

Se pide:

(i) calcular la solucién exacta,

(#i) graficar simultdneamente los datos y la curva solucién en [0, 5],

(#i7) construya una tabla con las soluciones numéricas (use h = 1): Euler,
Taylor de orden 2, y RK-4 clésico, y que incluya ademaés, los datos experi-
mentales y los valores numéricos calculados a partir de la solucién exacta.
Compare y comente.

Considere un tanque conico invertido con un orificio circular en su vértice
basal de radio r = % [pie] por el cual puede fluir un cierto liquido contenido
en el tanque. Se sabe que si x denota la altura del nivel del liquido medido
desde el vértice, entonces se satisface:

A(x)% = —0,67r%\/2gz,
en donde, A(x) es el drea de la seccién transversal del tanque a una altura
'y g = 32,1[pie/s?]. Sabiendo que el tanque tiene una altura inicial de
liquido igual a 10[pie], y un volumen inicial de %W[pie?’], se pide:
(i) calcular la solucién exacta x(t),
(#4) aproximar la altura z cuando han transcurrido 20[s] utilizando el
método de Taylor de orden 3, con tamano de paso At = 10[s],
(#i1) comparar la altura exacta y aproximada, calculando el error absoluto.
Ayuda: el volumen de un cono de radio basal R y altura H est4d dado por
V = lrR2H.



4. Un cultivo de bacterias tiene Py > 0 bacterias inicialmente. Al cabo de
una hora se determina que el nimero de bacterias P(¢) ha aumentado a
%PO. Si la tasa de crecimiento es directamente proporcional al niimero de
bacterias en ese instante, esto es,

dP(t)

=kP(t),k >0

se pide:

(1) resolver la ecuacién diferencial dada para demostrar que P(t) = Pye?,
con k =1n(3/2),

(i) calcular el tiempo que debe transcurrir para que el niimero de bacterias
de triplique,

(#i1) aproximar el nimero de bacterias al cabo de dos horas, utilizando el
método de Taylor de orden 4, con At = 1[hr] y Py = 100[bacterias],

(iv) comparar la aproximacién obtenida en el punto anterior con el valor
exacto. Comentar.

5. En el instante en que se saca un pastel del horno su temperatura es igual
a 300°F. Tres minutos después su temperatura es igual a 200°F. Si T'(t)
denota la temperatura (en °F') del pastel t[min| después de haber sido
sacado del horno, la ley de enfriamiento de Newton permite aseverar que
existe una constante k > 0 tal que %I = k(T — 70). Se pide:

(i) demostrar que la funcién T'(t) esta dada por T(t) = 70+230e~*t;¢ > 0,
en donde, k = (1/3)1n(13/23), resolviendo la edo dada,

(#i) aproxime (con At = 1[min]) la temperatura del pastel cuendo han
transcurrido dos minutos usando el método de Euler (Taylor de Orden 1),
(#4i) aproxime (con At = 1[min]) la temperatura del pastel cuando han
transcurrido dos minutos usando el método de Taylor de Orden 3,

(iv) calcule el error relativo de las aproximaciones obtenidas en los puntos

(#4) y (#17). Comente sus resultados.

6. Resuelva numéricamente la ecuacién de van der Pol

dy? dy
@—M(l—yz)%—i—y:(),

para 4 > 0, utilizando el comando ode45 de Matlab, en el intervalo [0, 20].
Solucion:

a) La edo dada puede ser transformada en el sgte. sistema

1/1 = Y2
vy = p(l =)y — 1

b) Construya el archivo vdpl.m con el sgte. contenido (u = 1):
function dydt = vdpl(t,y)
dydt = [y(2); (1 —y(1)%) * y(2) — y(1)];

¢) En la linea de comandos ejecute las siguientes instrucciones:
> inter = [0, 20]';
> ci = [2,0]";
> [t,y] = oded5("vdpl’,inter, ci);



d) Ejecute la siguiente instruccién para graficar la solucién obtenida:
> plot(t, y);

7. Resuelva numéricamente el sistema depredador-presa

d

d—f = 1,22 — 0,62y
dy

— = —-08y+0,3

dt ) y+ 9 xy’

en el intervalo [0,20] y con condiciones iniciales z(0) = 2, y(0) = 1. Grafi-
que la solucién obtenida.

8. Considere el sgte. sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, el cual
surge al realizar un balance de masa sobre cada reactor en un sistema
interconectado. Se pide resolver numéricamente y determinar las concen-
traciones alcanzadas en estado estacionario.

d

¥ _012¢, +0,02¢5 + 1

dt

d

% = 0,15¢; — 0,15¢5

d

% = 0,025¢; — 0,225¢3 + 4

d

% = 0,lcs — 0,1375¢4 + 0,025¢5
d

% = 0,03c; + 0,01cs — 0,04cs,

Grafique la solucién obtenida.

Indicacion: haga >help ode45 para obtener mas informacién sobre éste y
otros comandos de Matlab que permiten resolver numéricamente sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias.



9. TAREA 3 (Burgen-Faires, Andlisis Numérico, 9na. ed., pag. 293, 2011.)

Considere la reaccién quimica irreversible en la cual 2 moléculas de dicro-
mato de potasio s6lido K2Cr207, 2 moléculas de agua H20 y 3 atomos
de azufre sélido S se combinan para producir 3 moléculas de diéxido de
azufre gaseoso SO2, 4 moléculas de hidréxido de potasio sélido KOH y 2
moléculas de 6xido de cromo sélido Cr203. Si originalmente se dispone de
n1 moléculas de K2Cr207, ny moléculas de H20 y n3 moléculas de S, la
siguiente ecuacién diferencial describe la cantidad z(t) de KOH después
del tiempo t:

en donde k = 6,22x 10719 es la velocidad de la reaccién, n; = ny = 2x 102,
y n3 = 3 x 103. Se pide:

(a) calcular la solucién exacta o analitica (se sugiere el uso de un CAS),
(b) aproxime x(t), para t = 1/10,2/10, ..., 1 segundo, utilizando el método
de Euler con h = At = 1/100 (sugerido),

(c) repita (b) con Taylor de orden 2,

(d) repita (b) con Runge-Kutta clésico de orden 4,

(e) calcule error absoluto y relativo porcentual,

(f) grafique la curva exacta y las aproximaciones obtenidas por los tres
métodos mencionados.

FECHA DE ENTREGA: martes 31 de mayo.
Individual.

Manuscrito.

No se reciben informes después de esta fecha.



2.5. LABORATORIO
1. Considere el PVI

y =
y(1) = 2,

cuya Solucién Exacta estd dada por la funcién

y(t) !

=———.t>0.
lnt+§

Se pide,

t

= T on el intervalo [1,4].

a) Graficar la Solucién Exacta y(¢)

Solucién: construya el correspondiente file.m. Luego use fplot.

b) Construir una particién del intervalo [a, b] = [1,4] que posea N = 10
subintervalos, esto es, que posea N +1 = 11 puntos, los cuales hemos
denotado como: tg,tq,...,t9, t19. Recuerde que t,,, = tg +m-h,m =
0,1,...,N, con h:= (b—a)/N.

Solucion:

>> h=(4-1)/10
h:
0.3000

>> tt=1:h:4;
>> t=tt’

.0000
.3000
.6000
.9000
.2000
.5000
.8000
.1000
.4000
.7000
.0000

B W WWNNNRE R PP

>>

¢) Evalde la Solucién Exacta en los 11 puntos de la particién anterior.
Grafique el conjunto {(¢;,y(t;)),i =0,1,...,10}.

10



Solucién: previamente debe construir el archivo fun.m dado por:

function y=fun(t) y=t./(log(t)+0.5);

.0000
.3000
.6000
.9000
.2000
.5000
.8000
.1000
.4000
.7000
.0000

B WWWNDNNNRE PP e

>> y=fun(t)

y:

.0000
.7052
.6495
.6640
.7075
. 7652
.8305
.9002
.9724
.0461
.1206

NN, PR PR,RRRPR RN

>> plot(t,y,’0’)
>> grid on

Construya la aproximaciéon de Euler de los puntos (¢;,y(t;)),
0,1,...,10, definidos previamente.

Solucién: recuerde que el método de Euler estd definido como,

wy = «
Wi+1 = Wy +h- f(t“wl),@ = 0, 1,27 ,9
function A=euler(a,b,alfa,N)
h=(b-a)/N;
tt=a:h:b;

11



t=tt’;
w(1)=alfa;
for i=1:N
w(it1)=w(i)+h*gf (t(i),w(i));
end
w=w’;
AC:,1)=t;
AC:,2)=u;
yA
% Funcion Auxiliar
function u=gf(t,y) u=(t*xy-y~2)/t"2;

e) Taylor de Orden 2

function A=taylor2(a,b,alfa,N)
h=(b-a)/N;

tt=a:h:b;

t=tt’;

w(l)=alfa;

for i=1:N

aux=(1/2)*(h"2)* (£t (t (1) ,w(@))+fy (£ (1) ,w(d) ) *f (£t (1) ,w(i)));

w(i+1)=w(i)+h*f (t (i) ,w(i))+aux;
end
w=w’;
AC:,D)=t;
AC:,2)=u;
yA
% Funcion Auxiliar
function u=f(t,y)
u=(t*xy-y~2)/(t"2);

function u=ft(t,y)
u= (2% (y~2)-t*y) /(£°3);

function u=fy(t,y)
u=(2xy+t) /(t"2);

2. Método de Runge-Kutta Clasico de Orden 4.
Considere el PVI

y =
y(1) = 2,
cuya solucién exacta estd dada por la funcién

t

f=—" .
y(®) lnt%—%

12



a) Escriba el sgte. programa en un file.m:
function A=RK4(a,b,M,yo)
h=(b-a)/M;

X0=a,;

Y(1,1)=yo;

X(1,1)=xo;

X=X0;

y=y0;
Exac(1,1)=x/(log(x)+0.5);

for i=2:1:M+1
K1=fun2D(x,y);
K2=fun2D(x+h/2,y+h*K1/2);
K3=fun2D(x-+h/2,y+h*K2/2);
K4=fun2D(x+h,y+K3*h);

Y(i,1)=Y(i-1,1)+(h/6)* (K1+42*K2+2*K3+K4);

A(:,3)=Exac;
function z=fun2D(x,y)
z=(x*y-y*y) / (x*x);

b) Corra el programa anterior con a = 1, b = 3, yo = 2, M =

2,4,8, 10,20, 100, 200, 300.

¢) Para cada valor de M, ubique en un mismo grafico, las soluciones

exacta y aproximada. Compare y comente.

d) Para cada valor de M, grafique el error definido como: Error="Valor

Exacto-Valor Aprozimado.

e) Repita los 3 puntos anteriores con b = 100, esto es, en el intervalo
[1,100]. ;Cuél es el efecto de ampliar la longitud del intervalo?.

f) Modifique el programa RK/.m dado de modo tal que el tamano de
paso h quede en el input, en vez del nimero de intervalos, esto es,

M.

13
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INTRODUCCION A LA SOLUCION NUMERICA DE
ECUACIONES DIFERENCIALES I

3. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS
(MDF)

La mayor parte de esta seccion estd basada en el texto: Andlisis Numérico
II, M.C.Bustos, M.Campos, G.Gatica, Universidad de Concepcion, 1995.

El Método de Diferencias Finitas es una técnica de aproximacién que se
utiliza transversalmente para resolver todo tipo de ecuaciones diferencia-
les, lo cual se explica en parte por la idea base que le da origen la cual
consiste simplemente en aproximar directamente la(s) derivada(s) presen-
te(s) en la ecuacién diferencial, luego de lo cual se obtiene un sistemas
algebraico de ecuaciones lineales o no lineales, dependiendo de si la ecua-
cién diferencial original es lineal o no lineal.

En el caso de las Ecuaciones en Derivadas Parciales se distinguen tres
grandes familias de técnicas de resolucién numérica:

(i) Método de Diferencias Finitas,

(#4) Método de Elementos Finitos,

(#i1) Método de Volumenes Finitos.

El objetivo de esta seccion es presentar las ideas fundamentales del método
de diferencias finitas con aplicacién a un problema con valores de contorno
(pvc) consistente en una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden
lineal.

3.1. FUNDAMENTOS

Sea m = 1,2, ..., un nimero natural, sea ¢ € C™[a,b] una funcién, y sea
x €]a, b un nimero real. El desarrollo en serie de Taylor de la funcién ¢,
alrededor de x, estd dado por

1)y @)y (m) (¢
o) = (@) + LDy ayr 4 ) Py ayn

(y—2)*+ ...+ —

)



con € entre x e y. En particular, si m = 2

¢ (e)
2!

¢ ()
1l

P(y) = ¢(x) + (y—=z)' + (y—x)*.

3.1.1. Caso 1: Forward Difference para ¢'.
Haciendo y = = + h, h > 0, se obtiene
h2
oz +h) = ¢(z) + he' (z) + 50;(2)(61),
con €1 entre x y = + h. Despejando ¢’ se obtiene

¢ (z) = w _ g¢(2)<61)’

o) = PN =0 | o

3.1.2. Caso 2: Backward Difference para ¢'.
Haciendo y = x — h, h > 0, se obtiene
/ h2 2
(@ —h) = ¢(x) — he/(z) + 56 (e2),

con €y entre x — h y x. Despejando ¢’ se obtiene

¢ (z) = W + g¢(2)(62)’

3.1.3. Caso 3: Central Difference para ¢'.

Para ¢ € C3[a, b] consideramos

(2) (3)
o) = 0(e) + @) — ) + Dy — o+ Ty -y,
con ¢ entre x e y. Evaluando en y = x + h, y en y = & — h se obtienen
(2) (3)
¢z +h) = ¢(x) + ¢'(x)h + ¢ Z(x) h? + ¢ 6(61) 53
' (2) (3)
d(x —h) = ¢(x) — ¢'(z)h + ¢ 2@) B2 _ o 6(62) h3,

con €1 entre x y x + h, y con €5 entre x — h y x. Restando estas ultimas
dos expresiones y despejando ¢’ se obtiene
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3.1.4. Caso 4: Central Difference para ¢".
Para ¢ € C*[a, b] consideramos

@) (p 3) (¢

¢! (e)
24

4

(y—z)

o(y) = (x)+¢ (z)(y—z)+
con € entre x e y. Evaluando en y = x + h, y en y = x — h se obtienen

(), 0P() 5 oW(e)
5 W

¢(x +h) = ¢(x) + ¢ (x)h + ht,

o),y 09 I (e)

4
2 6 24 o

¢z —h) = ¢(x) — ¢ (x)h +

con €1 entre x y x + h, y con €3 entre  — h y x. Sumando estas iltimas
dos expresiones y despejando ¢ se obtiene

3.2. APLICACION A EDO

Sean p(z), q(z), r(z), funciones continuas en el intervalo [a, b]. Asumimos
que p es estrictamente positiva o negativa sobre ]a,b[, y que existe una
constante @ > 0, tal que g(z) > @ > 0. Se considera el problema con
valores en la frontera o contorno (puvc)

v = pla)u +q(x)u+r(x),z €a,b|
ula) = «
u®) = B
Sea n = 1,2,..., un numero natural. Se define la particién del intervalo

la,b]: xy = a, x; = a+jh, h = (b—a)/n, para j = 1,...,n. La idea base del
método de diferencias finitas es reemplazar las derivadas v’ y u” por apro-
ximaciones construidas a partir del polinomio de Taylor. Especificamente,
utilizaremos

v =T T
' (z +h) = 2u(x) +u(—h) h
” _ulz+h) —2u(z) +ulr — 2
u'(z) = 2 - EU(4)(62).

Remplazando las expresiones anteriores en la ecuacién se obtiene luego de
reordenar
u(xz + h) —2u(z) +u(z —h u(z+h) —u(lx —h
@) =20 bule=h) R )
h 2h
h? h?

£ p) Tue) - (@) = ()
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L(u)(z) = Lp(u)(x) = 7(z,h) = r(z),

con
u(x + h) — 2u(x) + u(x — h) u(x + h) — u(x — h)
Lu(w)(z) = - — p()
e @
T(z,h) = —p(x)gu (e1) + Ik (&2),
y L definido como L := Ly — 7.
El operador Lj se denomina Operador de Diferencias Finitas, mien-
tras que 7 es el Error de Truncacién de la Discretizacion de L por Ly,.
Se define como la aproximaciéon por diferencias finitas de la funcién wu,
solucién del pve dado, a la funcién U, que satisface
Lh(U)(l'j):’l"(.’I}j),]—1727 7n_1

O sea para j =1,2,....,n — 1,
U(zjt1) —2U(z;) + U(xj_1) U(zjt1) —Ulxj-1)

’ e ) == —a(@;)U () = r(zy).

Denotando U; := U(x;), p; := p(x;), q; = q(z;), r;j := r(z;), y reorde-
nando términos se obtiene
th2 1 jh h2

Wi =51 ==)jr =~

1 ih
— 1+
2 2
o equivalentemente para j =1,2,....n — 1,

7bjUj_1 +CL]‘U]‘ — CjUj+1 = —=Ty

2

cona; = 1+qj2h b= %(1+%), ¢j = (1—%), Uy = u(a), Uy, = u(b).

N[

A modo de ilustracién suponga n = 4, esto es, se tienen 3 nodos interiores:
T1, T2,y T3, a los cuales se asocian las incégnitas Uy, Us, y Us, respectiva-
mente. Note que para j =0y j = 4, los valores de Uy y Uy son conocidos
por las condiciones de contorno o de borde. Evaluando y reordenando se
obtiene que el vector incégnita U = [Uy, Us, Us]’ debe satisfacer el sistema
de ecuaciones lineales

ap —C1 0 U1 h2 1 bla
—by az —co || U2 | = e el 0
0 —bs a3 Us 3 c3f

Tal como se puede apreciar este esquema aplicado a este pvc conduce a
una matriz de coeficientes principales tridiagonal.
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3.3. Teorema Base del MDF

Sea U = (U(x;))n-1)x1 el vector solucién aproximada por diferencias
finitas, y sea u = (u(x;))m—1)x1 el vector solucién exacta, a partir de los
cuales se define el vector error global e, como e = U —u. Se puede mostrar
que el vector error global e satisface la ecuacién Ly(e)(z;) = —7;, para
j=1,2,...,n —1, o equivalentemente

h2

=T,

—bjej—1 +ajej —¢iejr = 3

para j = 1,2,...,n — 1. Matricialmente, con 7 = (7}) (n—1)x1,

h2
Ae = —
e= T
0 12
=—A"1
e=- T
Tomando norma en esta iltima igualdad,
h?
llell < Il A7 -[I1l-

A partir de esta ltima desigualdad se definen los tres conceptos funda-
mentales respecto del estudio tedrico del método de diferencias finitas:

a) Estabilidad: el esquema de discretizacién se dice estable ssi existe
una constante C' > 0, que no depende de h, tal que

h2
I5A™I<C.

b) Consistencia: el esquema de discretizacion se dice consistente ssi

T |17, )| = 0.

¢) Convergencia: el esquema de discretizacion se dice convergente ssi

lim ||e(h)|| = 0.

lin [le(h)]
Tal como puede apreciarse para que el esquema de discretizacién basa-
do en el método de diferencias finitas sea convergente, es suficiente, que
sea estable y consistente. Esta es la aseveracién principal del asi llamado
Teorema Fundamental del Método de Diferencias Finitas.
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3.5.1.

3.4.

a)

Ejercicios:

Considere el pvc definido para z € [0, 1] por

" — (22 D)u' — (z+Du = x(6 -3z —2® —42%),2 €]0,1]
u(0) = 0
u(l) =

Se pide resolver numéricamente utilizando un esquema de DF de
orden O(h?), con h = 0,25. Se pide, ademéds, comparar los resultados

numéricos obtenidos con la solucién exacta u(z) = 2°.

Considere el pvc definido para x € [0, 2] por

u+6u—u = 2,z€0,2
w(©0) = 10
u(2) = 1.

Se pide resolver numéricamente utilizando un esquema de DF de
orden O(h?), con h = 0,1. Se pide, ademds, comparar los resultados
numéricos obtenidos con la solucién exacta.

Considere el pvc definido para x € [0,10] por

T" = —f(x),z€]0,10]
T(0) = 40
T(10) = 200.

Se pide resolver numéricamente utilizando un esquema de DF de
orden O(h?), con h = 2. Se pide, ademds, comparar los resultados
numéricos obtenidos con la solucién exacta. Este pve (Ecuacién de
Poisson) modela una barra caliente con una fuente de calor uniforme
dada por f(z) = 25.

APLICACION A UNA EDP ELIPTICA

En lo que sigue se sigue la presentacion del texto:Burgen-Faires, Andlisis

Numérico, 9na. ed., 2011, Capitulo 12.

Férmulas de Aproximacién

Las férmulas anteriores se pueden aplicar directamente a las derivadas par-
ciales de primer y segundo orden:

ou _u(z+ Az, y) —u(z,y)

O () = N +0(aa)
Ju _u(z,y) —ulzr — Ax,y)

ou _u(z+ Az,y) —u(r — Az, y) 9

O a) = L +0(a?)
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Sty = MEEED MR o)
ey = MU RN =R oy
%(x,y) _uleyt Ayé;;(m’y A9) | O(Ay?)
6 %(% ) = u(x + Az, y) — QUA(;;y) + u(x — Az, y) +0(A2?)
(;Zz;(xyy) _ u(z,y + Ay) — 2UA($;72@/) +u(x,y — Ay) +O(AY?)

3.5.2. Modelo Matematico

Consideramos una EDP lineal de orden 2, definida sobre un dominio rectan-
gular del plano cartesiano XY,

S={(z,y) ER?:a<z<bc<y<d}

con condiciones su frontera 95 tipo Dirichlet. El problema consiste en determi-
nar la funcion u = u(z,y) tal que

Uam(xvy) + uyy(xay> = f(-T,y), (Ji,y) €S

sujeta a la condicion de frontera

u(x,y) = g(x,y), (iL’,y) €08

en donde, f y g son funciones continuas conocidas. Se puede demostrar que el
problema asi formulado posee solucién, y esta es tnica.

3.5.3. Discretizacion de la region S = SUdS

Denotemos por n = 2,3,... y m = 2,3,... el numero de subintervalos en los
que se quieren particionar los intervalos [a, b] y [c, d], respectivamente. Con esto
los respectivos tamanos de paso h y k quedan determinados por h := b;—a y

k= %. Por lo tanto, la particion P de la region S esta dada por

P = {(x;,y;) Eg:xiza—kih,yj =c+jk,i=0,n,7=0,m}.

3.5.4. Discretizacién de la ecuacién g, + uyy = f

Teniendo presente las discretizaciones de las derivadas de segundo orden ya
presentadas, y evaluando en los elementos de la particién P podemos plantear
queparat=1n—1yj=1,m—1:

w1, ;) — 2u(s, y5) + w(@io1, ;) (i, Y1) — 2u(s, y5) + w(@i, yj-1)

h? k2
= f(],‘,,yJ)‘FO(hQ,kQ),
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y respecto de las condiciones de frontera parai=1,n—1y j=1m:

u(zo,y;) 9(wo,y;)
u(wi,yo) = 9(i,Yo)
(xmyj) = g(xn,yj)
w(@isym) = 9(Ti, Ym)-

Anotando como w;; ~ wu(x;,y;) el aproximante via Método de Diferencias
Finitas, estos quedan definidos como la solucion del sistema algebraico de ecua-
ciones lineales

Wit1,) = 2Wij + Wity | Wijt1 = 2Wij + Wi1o1

2 2 = fijs

parai=1,n—1y j=1,m — 1, el cual se puede escribir de manera algebraica-
mente equivalente como

21+ (h/k)*Jwij — (wit1,j + wiz13) — (h/k)* (i1 +wi 1) = —h* fij.[4]
Note que si, en particular h = k la ecuacion anterior queda como
dw; j — Wit1j — Wi—1j — Wi j—1 — Wij+1 = — fij.
OBSERVACIONES:

1. Este metodo tiene un error de truncamiento local de orden O(h? + k?).

2. Note que la ecuacion [#] corresponde a un sistema de ecuaciones lineales
Az =bdeorden (n —1)(m—1) x (n—1)(m —1).

3. Con el objeto de que el sistema Az = b mencionado posea mejores cualida-
des se recomienda numerar los nodos (elementos de la particion P) de iz
quierda a derecha, y de arriba hacia abajo. Especificamente, P, := (x;,y;),
wyi=w g, li=i+(m—-1-j)(n—-1),i=1,n—-1,j=1,m—1.

4. La discretizacion de las condiciones de frontera quedan tal cual.

EJEMPLO RESUELTO: se invita al estudiante a leer con atencién el
Ejemplo 1 de la pagina 718.
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PROYECTO FINAL (Ponderacién Semestral: 15 %)
(Burden-Faires, 2011, Problema 8, pagina 724-725)

Considere una placa rectangular de plata de 6 por 5 centimetros, al interior
de la cual se genera calor de manera uniforme en cada uno de sus puntos a
una tasa de ¢ = 1,5[cal/cm? - s]. La temperatura en estado estable u = u(z,y)
satisface la ecuacion de Poisson

Ugy + Uyy = 7q/K7

para cada (z,y) € S =|0,6[x]0,5[, con K = 1,04[cal/cm - g - grados]. Ademés,
las condiciones de frontera sobre 95 estédn dadas por

w(z,0) =2(6 —xz),u(z,5) =0,0<x <6
u(0,y) =y(5 —y),u(6,y) =0,0 <y <5.
Se pide:
1. Resolver via MDF con h =k = 1.

2. Por razones fisicas interesa aproximar el valor de la temperatura en el
centro de la placa, esto es, en el punto (3,5/2). Se pide construir una
aproximacién basada en la aplicacién del MDF. Debe utilizar

h=1/(dy +d2),k =1/(d7 + dg),
en donde, d; representa el digito i-ésimo de su RUN.
Instrucciones:

1. El método para resolver el sistema de ecuaciones Az = b es de su eleccién.
Se sugiere Gauss-Seidel, y/o de Relajacién para mejorar la convergencia.

2. El lenguaje y ambiente de cémputo es de libre elecion. Se sugiere Matlab
u Octave.

3. El programa computacional para implementar el MDF puede escribirlo
usted mismo, o utilizar uno ya construido, en cuyo caso debe informar la
fuente exacta. En cualquier caso la escritura y ejecucion deben ser suyas.

4. Trabajo individual.

5. Plazo de entrega: VIERNES 17 DE JUNIO. No se recibirdn trabajos des-
pués de esa fecha.

6. Una vez recibidos los trabajos cada estudiante serad interrogado oralmente
para que explique con detalle todos los elementos solicitados, incluyendo
el programa utilizado y su ejecucién.
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